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1. Démontrons par récurrence que, pour tout n ∈ N et toute suite (yk))k∈N de réels :

4nyk =
n∑
j=0

{jn(−1)n−jyk+j (1)

Pour n = 0, la formule (1) donne :40yk = yk, ce qui est vérifié, pour n = 1, elle donne :4yk = −yk + yk+1,
ce qui est aussi vérifié. Supposons la formule (1) vérifiée pour un entier n ∈ N donné. Alors :

4n+1(yk) = 4(4nyk) = 4

 n∑
j=0

{jn(−1)n−jyk+j


=

n∑
j=0

{jn(−1)n−jyk+1+j −
n∑
j=0

{jn(−1)n−jyk+j

=
n+1∑
j=1

{j−1n (−1)n−(j−1)yk+1+(j−1) −
n∑
j=0

{jn(−1)n−jyk+j

= yk+n+1 +

n∑
j=1

(−1)n−j+1yk+j −
n∑
j=1

{jn(−1)n−jyk+j + (−1)n+1yk

= yn+1+k +

n∑
j=1

{jn+1(−1)
n+1−jyk+j + (−1)n+1yk

=
n+1∑
j=0

{jn+1(−1)
n+1−jyk+j .

D’après le principe de récurrence, on a bien : ∀n ∈ N,
n∑
j=0

{jn(−1)n−jyk+j .

2. Pour tout k ∈ [[0, n]], deg(Xk(1 −X)n−k) = n, ainsi, chaque terme de la somme est de degré inférieure ou
égal à n. Donc Bn(f, x) est de degré au plus n.

Pour tout k ∈ [[0, n]], posons : yk = f

(
k

n

)
. D’après (1), on a donc :

∀t ∈ [[0, n]], 4t(y0) =

t∑
j=0

{jt (−1)t−jyj =
t∑

j=0

{jt (−1)t−jf
(
j

n

)
.

Or

{tn{
k
t =

n!

t!(n− t)!
t!

k!(t− k)!
=

n!

k!(n− k)!
(n− k)!

(t− k)!(n− t)!
= {nk{

t−k
n−k.
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donc :

n∑
t=0

4tf(0){tnx
t =

n∑
t=0

(
t∑

k=0

{kt (−1)t−kf
(
k

n

))
{tnx

t

=
n∑
k=0

(
n∑
t=k

{t−kn−k(−1)
txk

)
{kn(−1)kf

(
k

n

)

=

n∑
k=0

n−k∑
p=0

{pn−k(−1)
p+kxp+k

 {nk(−1)kf
(
k

n

)

=
n∑
k=0

n−k∑
p=0

{pn−k(−x)
p1(n−k)−p

 {nkx
kf

(
k

n

)

=
n∑
k=0

(1− x)n−k{nkxkf
(
k

n

)
.

D’où ∀x ∈ [0, 1],
n∑
t=0

4tf(0){tnx
t = Bn(f, x).

3. (a) Si f : x 7→ 1, alors on a Bn(f, x) =
n∑
k=0

{knx
k(1− x)n−k = (x+ 1− x)n = 1.

(b) Si f : x 7→ x, on trouve Bn(f, x) = x.

(c) Si f : x 7→ x2, on trouve Bn(f, x) =
x

n
+
n− 1

n
x2.

4. Dans les deux cas précédents, les suites (Bn(f, x))n∈N étant constantes, elles convergent uniformément vers
f sur [0, 1].
Dans le dernier cas, on a :

∀x ∈ [0, 1], |Bn(f, x)− f(x)| =
∣∣∣∣x− x2n

∣∣∣∣
et puisque le minimum de la fonction : x 7→ x− x2 sur [0, 1] est

1

4
, on a :

sup
x∈[0,1]

|Bn(f, x)− f(x)| =
1

4n

ce qui signifie que la suite (Bn(f, x))n∈N∗ converge uniformément vers f sur [0, 1].
5. Pour tout x ∈ [0, 1], on a :

n∑
k=0

(k − nx)2{knxk(1− x)n−k =
n∑
k=0

(k2 − 2knx+ n2x2){knx
k(1− x)n−k

= n2Bn(x
2, x)− 2n2xBn(x, x) + n2x2Bn(1, x)

= n2
(
x+ (n− 1)x2

n

)
− 2n2x.x+ n2x2.1

= nx(1− x).

D’où

∀x ∈ [0, 1],

n∑
k=0

(k − nx)2{knxk(1− x)n−k = nx(1− x).

Soit δ > 0. Alors : ∣∣∣∣kn − x
∣∣∣∣ ≥ δ ⇔ |k − nx| ≥ δn⇔ (k − nx)2 ≥ δ2n2
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donc : ∑
| kn−x|≥δ

{knx
k(1− x)n−k =

∑
| kn−x|≥δ

(k − nx)2

(k − nx)2
{knx

k(1− x)n−k (2)

≤
∑
| kn−x|≥δ

(k − nx)2

δ2n2
{knx

k(1− x)n−k (3)

≤ 1

δ2n2

n∑
k=0

(k − nx)2{knxk(1− x)n−k (4)

≤ 1

δ2n2
nx(1− nx) (5)

et, en majorant encore x 7→ x− x2 sur [0, 1] par
1

4
, on obtient :

∑
| kn−x|≥δ

{knx
k(1− x)n−k ≤ 1

4δ2n

6. Soit ε > 0. Alors, f étant continue sur le segment [0, 1], elle y est uniformément continue. Donc :

∃δ > 0, ∀x, y ∈ [0, 1], |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε.

Donc, si
∣∣∣∣kn − x

∣∣∣∣ < δ, alors
∣∣∣∣f (kn

)
− f(x)

∣∣∣∣ < ε ou encore

f(x)− ε < f

(
k

n

)
< f(x) + ε

Maintenant, pour tout x ∈ [0, 1] :

|Bn(f, x)− f(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

{knf

(
k

n

)
xk(1− x)n−k − f(x)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

| kn−x|≥δ
{knf

(
k

n

)
xk(1− x)n−k +

n∑
| kn−x|<δ

{knf

(
k

n

)
xk(1− x)n−k − f(x)

∣∣∣∣∣∣∣
≤

n∑
| kn−x|≥δ

{kn‖f‖∞xk(1− x)n−k +

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

| kn−x|<δ
{knf

(
k

n

)
xk(1− x)n−k − f(x)

∣∣∣∣∣∣∣
≤ ‖f‖∞

4δ2n
+

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

| kn−x|<δ
{knf

(
k

n

)
xk(1− x)n−k − f(x)

∣∣∣∣∣∣∣
Or, dans cette dernière somme, on a bien

∣∣∣∣kn − x
∣∣∣∣ < δ, donc f

(
k

n

)
< f(x) + ε, et ainsi :

n∑
| kn−x|<δ

{knf

(
l

n

)
xk(1− x)n−k ≤

 n∑
| kn−x|<δ

{knx
k(1− x)n−k

 (f(x) + ε) ≤ f(x) + ε.

ce qui permet de majorer cette dernière somme par ε. Ainsi, à partir d’un certain rang n0 tel que
‖f‖∞
4δ2n

< ε,
on obtient
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∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ n0 ⇒ |Bn(f, x)− f(x)| < 2ε,

ce qui signifie que la suite (Bn(f, x))n∈N converge uniformément vers f sur [0, 1].

• • • • • • • • ••
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