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CORRECTION

1. Démontrons par récurrence que, pour tout n € N et toute suite (y;))rcn de réels :

n
Ay = B (=) Ty (1)
j=0
Pour n = 0, la formule (1) donne : A%, = yy, ce qui est vérifié, pour n = 1, elle donne : Ay, = —yi, + yi+1,

ce qui est aussi vérifié. Supposons la formule (1) vérifiée pour un entier n € N donné. Alors :

A" y) = AAMR) =AY C(=1)" Ty
=0

n n
= > B0 Typpary — D C(=1)" gy,
j=0 j=0

n+1 . . n . .
= Z onfl(—1)n7(jfl)yk+1+(j71) = C(=D)"ypyy
=1 =0
n . n . .
= Yranr1 + O (D" Ty = (=D Ty + (1)
o i=1

n
= Yntl+k T Z G (D)™ gy + (1)

Jj=1
n+1
_ J +1—j
= Z Em—l(—l)n Ykt j-
J=0

n
D’apres le principe de récurrence, on a bien : ¥n € N, Z G/ (—1)" T ypy ;.
j=0
2. Pour tout k € [0,n], deg(X*(1 — X)"*) = n, ainsi, chaque terme de la somme est de degré inférieure ou
égal a n. Donc B,,(f, z) est de degré au plus n.

k
Pour tout k£ € [0, n], posons : y, = f <n> .D’apres (1), on a donc :

0 Ck n! t! n! (n—k)! B
St =) kIt —k) K (n—k)(t—k)(n—t)




donc:

Cﬁk(1)p+k$p+k> Cp(—1)kf <fl>

ot ()

Dot Ve € [0,1], > A'f(0)Cha" = Bu(f,z).
t=0
3. (@ Sif:xzw1,alorsona B,(f,z)= Zﬂﬁxk(l —r)" P =(+1-2)" =1
k=0
(b) Si f:x+— x, ontrouve B,(f,z) = .
z n—1 4

(c) Si f:x+ 2?, ontrouve B, (f,z) = — + xc.
4. Dans les deux cas précédents, les suites (B, (f, z))nen étant constantes, elles convergent uniformément vers
[ sur [0, 1].
Dans le dernier cas, on a :
2
T —x
Ve € 0.1], Balfia) - ()] = [

. . . 1
et puisque le minimum de la fonction : z +— x — z? sur [0, 1] est qona:

Bn ) - = -
xil[lol?ul (f,m) — f(o)] n

ce qui signifie que la suite (B,,(f, z))nen+ converge uniformément vers f sur [0, 1].
5. Pourtoutz € [0,1],0ona:

Z(k —nx)?ChaF (1 — 2k = Z(k‘2 — 2knz 4 n?2?)CkaP (1 — 2)nF
k=0 k=0
= n?B, (2% ) — 2n’zB,(z, ) + n*2°B,(1, x)

— 1)x2
= n? <x+(n)x> — o’z +nl2?1

n
= nz(l—x).
D’otu .
vz € [0,1], (k —nx)?CEa*(1 — )" % = naz(1 — 2).
k=0
Soit § > 0. Alors : .
'n—m > 6 |k —nz| > on s (k—nx)? > 6*n?




donc:

ke — 2
Z Cﬁxk(l —z)" k= Z Ek — 232 C,’ixk(l —z)"k (2)
E_g|>s b _g|>s
)2
%—:{:|2(5
< ﬁ Z(k —nz)2Crak(1 — 2)"F 4)
k=0
1
< an(l —nx) (5)

. 1 .
et, en majorant encore xr — = — 22 sur 0, 1] par -, on obtient :
j par 7

1
k., .k n—k
E Cra®(1 — ) < 5o

%—x|25

. Soit e > 0. Alors, f étant continue sur le segment [0, 1], elle y est uniformément continue. Donc :

36 >0, Vo,y €[0,1], |z -yl <= [f(x) - fly)l <e.

(%)= s

f(ﬂf)—6<f<:> < fl@)+e

|k
Dong, si |— — x| < 6, alors < € ou encore
n

Maintenant, pour tout z € [0, 1] :

Bulf) ~ F@) = [0 (B et ar - s
k=0

~ oy oy (i) T R Y (f;) 51— 2 )

Eg)>6 ne|<s

A

< 3 B0t 3o () et et fe)

E_g|>6 E_z|<s

n n

< |Z$’2;O + > Gf <7]z> (1 =) = f(2)

%—m|<5
Or, dans cette derniére somme, on a bien |— — x| < §,donc f [ — | < f(z) + ¢, etainsi:
n n
n l n
> G (5)da-arts | X Beta-ort @ ee < ) +e
b _g|<s |£—z|<s
ce qui permet de majorer cette derniere somme par <. Ainsi, a partir d’un certain rang ng tel que ’4];2|°° <eg,
n

on obtient



Ve>0, dng €N, VneN, n>ng=|B,(f,x)— f(x)] < 2,

ce qui signifie que la suite (B,,(f, z))nen converge uniformément vers f sur [0, 1].



